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urpr Introducdo

Probabilidade

Introdugdo

“A raz3o do niimero de todos os casos favoraveis 4 um
ST T acontecimento, para o de todos os casos possiveis é a

P probabilidade buscada, a qual é portanto uma fracdo [...]"

probahilidade
Regra da " . .. .

adicio ‘A teoria da probabilidade nada mais é do que o senso
Probabilidade ’ |

condicions| comum reduzido a calculo.

multiplicagdo

Independéncia

de eventos

Referéncias

— Pierre Simon Laplace
Ensaio Filoséfico Sobre as Probabilidades (1812)

4/67



urpr Introducdo

Probabilidade

Introdugdo

SN A Teoria das Probabilidades é o ramo da Matematica que cria,
< eventos desenvolve e pesquisa modelos que podem ser utilizados para

Wenimmell  cstudar experimentos ou fendmenos aleatérios

probabilidade

Regra da

s A Inferéncia Estatistica é totalmente fundamentada na Teoria das
condicional o

Regra da Probabilidades

multiplicacdo
Independéncia
de eventos

O modelo utilizado para estudar um fendmeno aleatério pode variar

em complexidade, mas todos eles possuem ingredientes basicos
comuns.

Referéncias
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de eventos
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Tipos de experimentos

Experimentos deterministicos

Dizemos que um experimento é deterministico quando repetido
inimeras vezes, em condi¢cdes semelhantes, conduz a resultados
essencialmente idénticos. Ex.:

@ Aceleracdo da gravidade
@ Leis da Fisica e da Quimica

Experimentos aleatérios

Os experimentos que repetidos sob as mesmas condigcées geram
resultados diferentes, sdo chamados de experimentos aleatérios. Ex.:

@ Lancamento de uma moeda
@ Langamento de um dado

@ Tempo de vida de um equipamento eletrénico
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Introducio

Probabilidade

Introdugdo

Experimentos
e eventos

o O objetivo é construir um modelo matematico para representar
Probabilidade . s .
experimentos aleatoérios. Isso o corre em duas etapas:

ra d
o
P rnidade © Descrever o conjunto de resultados possiveis

C @ Atribuir pesos a cada resultado, refletindo suas chances de
b S
2k @t ocorréncia

Referéncias
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Experimentos e eventos

Um experimento, que ao ser realizado sob as mesmas condi¢cdes ndo
produz os mesmos resultados, é denominado um experimento
aleatério. Exemplo: lancamento de uma moeda, medir altura, ...

O conjunto de todos os possiveis resultados de um experimento
aleatério & denominado espaco amostral (2). Pode conter um
namero finito ou infinito de pontos. Exemplo: {cara, coroa}, R, ...

Os elementos do espaco amostral (pontos amostrais) sdo denotados
por w. Exemplo: w; = cara, w, = coroa.

Todo resultado ou subconjunto de resultados de um experimento
aleatério, € um evento. Exemplo: A = “sair cara”’, B = "sair face

par’.
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Exemplos

Experimento langar o dado e observar o resultado da face.
Espaco amostral Q = {1,2,3,4,5,6}.
Pontos amostrais w; =1, wo =2, ..., wg = 6.

Eventos A = “sair face par’, B = {w : w < 4}.

Experimento retirar uma carta de um baralho de 54 cartas.

Espaco amostral Q = {&A, &2,..., QA ... 8A, ..., OJ,0Q, 0K

Pontos amostrais w; = &A, wr = &2, ..., wss = OK.

Eventos A = “sair um as”, B = “sair uma letra”, C = “sair carta

de &".

Experimento pesar um fruto ao acaso
Espaco amostral Q = R,

Pontos amostrais espaco amostral € infinito.

Eventos A = “peso menor que 50g”, B = {x : x > 100g}.
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Exemplos

plastica moldada, e mede sua espessura.
© Qual o espagco amostral?

© Se é sabido que as pegas s6 podem variar entre 10 e 11 mm de
espessura, qual o espaco amostral?

Exemplo 1: Considere um experimento em que vocé seleciona uma peca

© Se o objetivo da analise for considerar apenas o fato de uma peca ter

espessura baixa, média ou alta, qual o espaco amostral?

© Se o objetivo for considerar o fato de uma peca obedecer ou n3o as

especificagdes, qual o espaco amostral?
Exemplo 2: Duas pecas plasticas sdo selecionadas e medidas.

© Se o objetivo é verificar se cada peca obedece ou ndo as
especifica¢des, qual o espaco amostral?

© Se o objetivo for somente o nimero de pegas n3o conformes na
amostra, qual o espaco amostral?

© Considere que a espessura é medida até que se encontre a primeira
peca fora das especificacdes. Qual o espaco amostral?
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Operacdes com eventos

Usamos a Teoria dos conjuntos para definir opera¢ées com eventos

Unido € o evento que consiste da unido de todos os pontos
amostrais dos eventos que a compdem. Denotamos a
unido do evento A com B por AU B.
AUB={we Aouw e B}

Intersecdo é o evento composto pelos pontos amostrais comuns

aos eventos que a compdem. Denotamos a intersecdo
de A com B por AN B.

ANB={weAewe B}

Complemento é o conjunto de pontos do espaco amostral que n&o
estdo no evento. Denotamos o complemento do
evento A por A°.

A¢ ={w ¢ A}
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Tipos de eventos

UFPR

Probabilidade

Introdugdo

Experimentos
e eventos

Probabilidade

Definisizen de Disjuntos (mutuamente exclusivos) sdo eventos que possuem
Regra da interse¢do nula, ou seja, AN B = {@}.

adicdo
Probabilidade = e
condicional Comp|ementares sao eventos que a uniao € 0 espaco amOStra|, ou

Regra da o

multiplicagdo seja, AUB = Q.
Independéncia
de eventos

Referéncias
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IR}
ueer Exemplo

Probabilidade

Considere o lancamento de um dado e os eventos A = {1,2,3,4},
B ={w:w <3}, C="face par”", D = "face primo”.

Introdugdo -

: @ Unides
Experimentos
e eventos o A @] B =
Probabilidade e AUC =
probabilidade e AUD =

Regra da
adicdo
Prob. |ida|de

condicional

@ Interse¢des
e iensso e ANB =
Independéncia o AN C =
de eventos
Referéncias e AND =
@ Complementos
o A° =

e B =
o D =
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E

Probabilidade

Considere o lancamento de um dado e os eventos A = {1,2,3,4},
B ={w:w <3}, C="face par”’, D = "face primo”.

Introdugdo ° Un|6es

Experimentos

e eventos ° AUB:{172,374}
Prol:.ab“idade e AUC = {1, 2’ 37 4, 6}
Definig8es de

el e e AUD ={1,2,3,4,5}
Rde_gn;a da

adicdo

Probabilidade @ Interse¢Ses

o e ANB=1{1,23}
fpdependenci o ANC={24}
Referéncias ° AND = {2’ 3}

@ Complementos
o A°={5,6}
o B ={w:w>3}
o D°={1,4,6}
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E

Probabilidade

Introdugdo

Experimentos

Slevsntos Sendo A e B dois eventos em um mesmo espaco amostral, “traduza”
Probabilidade para a linguagem da Teoria dos Conjuntos as seguintes situagdes:

Regra da
adicdo

Probabilidade a) Pelo menos um dos eventos ocorre

b) O evento A ocorre, mas B ndo
Independéncia
e c) Nenhum deles ocorre

Referéncias
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UFPR; Definicdes de probabilidade

Probabilidade

Introdugdo

Experimentos
e eventos

el R As probabilidades podem ser definidas de diferentes maneiras:

@ Defini¢3o classica
o Definicdo frequentista

Regra da o Definicdo subjetiva

multiplicagdo
Independéncia

de evemtos o Definicdo axiomatica

Referéncias

10 /67



Definicdes de probabilidade

Probabilidade

Introdugdo

Experimentos

CEpiin Definicao Classica
Probabilidade

iy Consideramos um espago amostral 2 com n(£2) eventos simples,
Regra da

or: supondo que sejam igualmente provaveis. Seja A um evento de Q,
adigdo
Probabilidade

Probakilida composto de n(A) eventos simples. A probabilidade de A, P(A) sera

Regra da

mu?tip'ica;io

Independéncia n(A)
de eventos

Referéncias
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Definicdes de probabilidade

UFPR

Probabilidade

Introdugéio Exemplo: Langa-se um dados honesto e observa-se a face voltada
B para cima. Determine a probabilidade de ocorrer a face 4

e eventos

Probabilidade

Regra da
multiplicagio
Independéncia
de eventos

Referéncias
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Definicdes de probabilidade

Probabilidade

Introdugdo

Exemplo: Langa-se um dados honesto e observa-se a face voltada
Experimentos

Epiin para cima. Determine a probabilidade de ocorrer a face 4
Probabilidade

Definigdes de

;r:;:b::lade @ Experimento: lancar o dado e observar o resultado da face.
E,:;E{an,dee @ Espaco amostral: Q ={1,2,3,4,5,6} = n(Q)=6
Regra e o @ Pontos amostrais: wy; =1, wo =2, ..., we = 6.
i o Evento: ocorrer face 4. A= {4} = n(A)=1.
Referéncias

P(A) = Zgg; = é =0,1667
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Definicdes de probabilidade

Probabilidade

Introdugdo

Experimentos
e eventos

Com base nesse resultado, podemos afirmar que a cada 6

Probabilidade lancamentos de um dado, uma face sera sempre 47

probabilidade
Regra da
adicdo

Probabilidade

Independéncia
de eventos

Referéncias
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UFPR; Definicdes de probabilidade

Probabilidade

Introdugdo

Experimentos

& ot Com base nesse resultado, podemos afirmar que a cada 6
Probabilidade lancamentos de um dado, uma face sera sempre 47

Nao, pois cada lancamento é aleatério!

Regra da . . .
multiplicaséo No entanto, se repetissemos o lancamento de um dado inimeras

Independéncia

de eventos vezes, a proporcio de vezes em que ocorre o 4 seria
el aproximadamente 0,1667 = frequéncia relativa
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Definicdes de probabilidade

Definicdo frequentista

Podemos entdo pensar em repetir o experimento aleatério n vezes, e
contar quantas vezes o evento A ocorre, n(A). Dessa forma a
frequéncia relativa de A nas n repeticdes sera

n(A)

n

fn,A =

Para n — oo repeticdes sucessivas e independentes, a frequéncia
relativa de A tende para uma constante p

lim
n—o0 n
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Definicdes de probabilidade

Probabilidade Exemplo: Se um dado fosse lancado 10 vezes, e contassemos quantas
vezes saiu a face 4, qual seria a probabilidade desse evento?

Introdugdo n <- 10
Experimentos

e eventos .

X <- numeric(n)
Probabilidade
Definigdes de
probabilidade
Regra d . .
adiche for(i in 1:n){

Pros?bi"dee

e x[i] <- sample(1l:6, size = 1)

multiplicagio }

Independéncia
de eventos

Referéncias sum ( X == 4)

sum(x == 4)/length(x)

[1] 0.3
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Definicdes de probabilidade

- xemplo: um n vezes, ntassem
Probabilidade Exemplo: Se dado fosse lancado 100 vezes, e contassemos
quantas vezes saiu a face 4, qual seria a probabilidade desse evento?

Introdugdo

n <- 100

Experimentos
e eventos

Probabilidade
Definigdes de
probabilidade
Rygra da for(i in 1:n){

Probabilidade

e x[i] <- sample(1l:6, size = 1)

multiplicagio }

X <- numeric(n)

Independéncia
de eventos

Referéncias sum ( X == 4)

[1] 13

sum(x == 4)/length(x)

[1] ©.13
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Definicdes de probabilidade

o Exemplo: Se um dado fosse lancado 1000 vezes, e contassemos
Probabilidade T
quantas vezes saiu a face 4, qual seria a probabilidade desse evento?

Introdugdo n <- 1000
Experimentos

t .
S sventes X <- numeric(n)
Probabilidade
Definigdes de
probabilidade
Regra d . .
adiche for(i in 1:n){
Pros?bi"dee
e x[i] <- sample(1l:6, size = 1)
multiplicagio }

Independéncia
de eventos

Referéncias sum ( X == 4)

[1] 146

sum(x == 4)/length(x)

[1] 0.146
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Definicdes de probabilidade

Exemplo: Se um dado fosse lancado 10000 vezes, e contassemos
quantas vezes saiu a face 4, qual seria a probabilidade desse evento?

n <- 10000

X <- numeric(n)

for(i in 1:n){

x[i] <- sample(l:6, size = 1)

}
sum(x == 4)

[1] 1586

sum(x == 4)/length(x)
[1] 0.1586
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Definicdes de probabilidade

Exemplo: Se um dado fosse lancado 100000 vezes, e contassemos
quantas vezes saiu a face 4, qual seria a probabilidade desse evento?

n <- 100000

X <- numeric(n)

for(i in 1:n){

x[i] <- sample(l:6, size = 1)

}
sum(x == 4)

[1] 16616

sum(x == 4)/length(x)
[1] 0.16616
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Definicdes de probabilidade

Exemplo: Se um dado fosse lancado 1000000 vezes, e contassemos
quantas vezes saiu a face 4, qual seria a probabilidade desse evento?

n <- 1000000

X <- numeric(n)

for(i in 1:n){

x[i] <- sample(l:6, size = 1)

}
sum(x == 4)

[1] 166911

sum(x == 4)/length(x)
[1] 0.16691
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UFPR
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de eventos
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Definicdes de probabilidade

Assim,

lim n(A)

n—o0 n

= P(A) ~ 0,1667

As probabilidades calculadas a partir de frequéncias relativas, sio
estimativas da verdadeira probabilidade

Lei dos Grandes Nameros

A Lei dos Grandes Nameros nos diz que as estimativas dadas pelas
frequéncias relativas tendem a ficar melhores com mais observacdes.
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Probabilidade
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Regra da
multiplicagdo
Independéncia
de eventos
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Probabilidades

Axiomas de probabilidade

Vamos considerar probabilidade como sendo uma fun¢do P(-) que
associa valores numéricos a um evento A do espago amostral, e que
satisfaz as seguintes condi¢des

= P(A) + P(B) se, e secomentese ANB =g

Os axiomas asseguram que as probabilidades podem ser interpretadas
como frequéncias relativas.

31/67



Exemplos

Probabilidade

Introdugdo

Experimentos

c crentos Lancam-se 3 moedas. Determine o espaco amostral. Para cada um
Probabilidade dos eventos abaixo, descreva os conjuntos e determine as
probabilidades:

a) Faces iguais
Independéncia b) Cara na 1? moeda

de eventos

Referéncias c) Coroa na 22 e 37 moedas
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Regra da adicdo

Notacgdo: tabela de dupla entrada ou tabela de contingéncia

A B Total

X P(ANX) P(BNX) | P(X)

Y P(ANY) P(BNY) | P(Y)
Total P(A) P(B) 1

o Probabilidades marginais: sdo as probabilidades individuais

nas margens da tabela

o Probabilidades conjuntas: s3o as probabilidades de ocorréncia

de dois eventos simultaneos
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Probabilidade
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Regra da
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Regra da
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Independéncia
de eventos
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Regra da adicdo

Considere a tabela de dupla entrada abaixo, que mostra o nimero de

estudantes por sexo (F e M) e turma (A e B)

F M | Total
A 21 5 26
B 16 8 24
Total | 37 13 50

Determine a probabilidade de um estudante selecionado ao acaso ser:

@ Do sexo feminino, P(F)

@ Do sexo masculino, P(M)

o Da turma A, P(A)
e Da turma B, P(B)
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Regra da adicdo

Probabilidade

Introdugdo

S Qual seria a probabilidade de escolhermos um estudante do sexo
b

< eventos feminino ou da turma B?
Probabilidade

Regra da
adigdo
Probabilidade

Independéncia
de eventos

Referéncias
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Regra da adicdo

Probabilidade

Introdugdo . e
i Qual seria a probabilidade de escolhermos um estudante do sexo
perrneD

e eventos feminino ou da turma B?
Probabilidade
Definigses de
probabilidade
Rcf_gr;a da
adigdo
Probabilidade
5T P(FUB) = P(F)+ P(B)
R—

maltiplicacso =0,74+0,48
(e e o ’

de eventos

Referéncias = 17 22

Queremos entdo P(F U B)

0 que n3o é possivel pois a soma é superior a 1.
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Regra da adicdo

N3o é dificil ver que estamos somando alguns individuos 2 vezes, pois:

@ Ao considerarmos apenas estudantes do sexo feminino, temos
estudantes da turma A bem como da turma B

@ Ao considerarmos estudantes da turma B, temos estudantes do
sexo feminino e masculino

Assim, os estudantes do sexo feminino e da turma B, ou seja, o
evento F N B esta incluido no evento F e no evento B

Logo precisamos subtrair uma vez P(F N B) para obter a
probabilidade correta.
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Regra da adicdo

Probabilidade

1 duga . ~

ntrecusae Nesse caso, pela tabela, vemos que a intersecdo F N B resulta na
Experimentos e

Y probabilidade

Probabilidade 16

Definictes de P(FNB)=— =0,32

probabilidade 50

Regra da

;ﬂf;:l?md?de E o resultado correto para P(F U B) é

53‘?:1.‘;‘;};50 P(F U B) = P(F) + P(B) — P(F N B)
Independéncia

de eventos

) =0,74+0,48 — 0,32
Referéncias
= 0’ 9

38/67



Regra da adicdo

Probabilidade

Regra da adicdo

Introdugdo

CETLITET A probabilidade da unido entre dois eventos quaisquer, A e B, é dada

e eventos

Probabilidade pela regra da adicdo de probabilidades

Definigdes de

probabilidade

g P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B)
Probabilidade
condicional
Regra da
i AUB AN B

Referéncias
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Regra da adicdo

Probabilidade

|a~ Note que a regra da adicdo pode ser simplificada, se e somente se
ntrodugdo . . B
BRI os eventos A e B forem disjuntos (ou mutuamente exclusivos)

e eventos

Probabilidade P(AUB) = P(A) + P(B)

rotrEande

Regre da pois, neste caso, ANB=o = PANB)=P(@)=0
Probabilidade

i Erona]

Regra da

multiplicagdo

Independéncia

AUB ANB
de eventos
Referéncias
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Regra da

Probabilidade

Introdugdo

Experimentos
e eventos

Probabilidade
Definises de . -
probabilidade Como consequéncia da regra da adicdo, obtemos que, para qualquer

Regra da
adicao evento A,

Probabilidad

condicional P(A) =1 — P(A°)
Regra da
multiplicagdo
Independéncia
de eventos

Regra do complementar

Verifique através de P(AU A°) = P(A) + P(A°) — P(AN A9)

Referéncias
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Probabilidade

probabilidade
Regra da
adigdo
Probabilidade
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Regra da
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Independéncia
de eventos

Referéncias

Regra da adicdo

Considerando a tabela abaixo, identifique as probabilidades de um

estudante:
F M | Total
A 21 5 26
B 16 8 24
Total | 37 13 | 50
a) ser do sexo feminino ou masculino
b) ser do sexo masculino ou da turma A
c) n3o ser do turma B
d) ser da turma A ou da turma B
e) nio ser do sexo feminino
f) ser da turma B ou do sexo masculino
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Probabilidade

Introdugdo

Experimentos
e eventos

Probabilidade

© Probabilidade

Independzncia @ Probabilidade condicional

de eventos

Referéncias
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Probabilidade

Introdugdo

Experimentos
e eventos

Probabilidade

probabilidacs

Regra da
adicdo

Regra da
multiplicagdo
Independéncia
de eventos

Referéncias

Probabilidade condicional

Em muitas situacdes praticas, o fenémeno aleatério com o qual
trabalhamos pode ser separado em etapas.

A informac3o do que ocorreu em uma determinada etapa pode
influenciar nas probabilidades de ocorréncias das etapas sucessivas.

Nestes casos, dizemos que ganhamos informacao, e podemos
recalcular as probabilidades de interesse.

Estas probabilidades recalculadas recebem o nome de probabilidade
condicional.

44 /67



UFPR; Probabilidade condicional

Probabilidade

Introdugdo

Experimentos

Para entender a ideia de probabilidade condicional, considere o
e eventos .
oo abilidade seguinte exemplo:

probabilidade

Regra d . L .- .

adicio e Um dado foi lancado, qual é a probabilidade de ter ocorrido face
47

Regra da

multiplicagdo

iy @ Suponha que o dado foi jogado, e, sem saber o resultado, vocé
de eventos

recebe a informac3o de que ocorreu face par. Qual é a
Referéncias - . m "o ~
probabilidade de ter saido face 4 com essa “nova” informac&o?
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Probabilidade condicional

Probabilidade

Q=1{1,2,3,4,5,6}, n(Q) =6

Introdugdo

Experimentos

A=faced={4}, n(A)=1 = P(A)=2=1
Probabilidade

“’dibyé’ B = face par = {2,4,6}, n(B) =3 = P(B) =128 =2
g.é?}:’;i:f?: C = face 4, dado que ocor:(eéj) face1 par = {4},

lezsz:finc;a n(C)=1 = P(()= n(B) — 3

Referéncias

Dado que B tenha ocorrido, o espaco amostral fica reduzido para B,

pois todos os resultados possiveis passam a ser os aqueles do evento
B.
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Probabilidade condicional

Probabilidade

Introdugso Definicdo
Experimentos

e eventos Para dois eventos A e B de um mesmo espaco amostral, o termo
Probabilidade P(A|B) denota a probabilidade de A ocorrer, dado que B ocorreu, e

Definigdes de

probubiidads IS definido como P(ANB)
fera da N
S P(AB) = ———

Sondicion " (AIB) = ~p&)

Regra da

;:‘“i‘;'ﬂfj‘;f;a da mesma forma que a probabilidade de B ocorrer, dado que A
:°f°‘:‘"‘_°‘ ocorreu é definida como

P(BNA)

PBIA) = =
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Probabilidade condicional

Probabilidade

Voltando ao exemplo e aplicando a definicdo de probabilidade
condicional:

Introdugdo

Experimentos

« eventos P(ANB) = n(AnB) _ 1

Q 6
Probabilidade n( )

Definices d
A b P(B) = n(B)
Regra da

adicdo
Probabilidade

condicional

e eassio P(ANB)
e PIAIB) = =5y
Referéncias B 1_/6

"~ 3/6

1

3
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Probabilidade

Introdugdo

Experimentos
e eventos

Probabilidade

probabilidacs

Regra da
adicdo

Regra da
multiplicagdo
Independéncia
de eventos

Referéncias

Probabilidade condicional

Dessa forma, temos duas maneiras de calcular a probabilidade
condicional P(A|B):

@ Diretamente, pela consideracio da probabilidade de A em
relacdo ao espaco amostral reduzido B

@ Empregando a definicdo acima, onde P(AN B) e P(B) sdo
calculadas em relag3o ao espago amostral original Q
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Probabilidade

Introdugdo

Experimentos
e eventos

Probabilidade
Definigdes de
probabilidade
Regra da
adicdo
Probabilidade
condicional
Regra da
multiplicagdo
Independéncia
de eventos

Referéncias

Probabilidade condicional

M) e turma (A e B):

Considere a tabela abaixo com o nimero de estudantes por sexo (F e

F M | Total
A 21 5 26
B 16 8 24
Total | 37 13 50

Qual a probabilidade de que um estudante selecionado ao acaso seja

da turma A, dado que &€ uma mulher?

Qual a probabilidade de que um estudante selecionado ao acaso seja

homem, dado que é da turma B?
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Exemplo

Probabilidade

A tabela abaixo fornece um exemplo de 400 itens classificados por

intreduse falhas (F = com falha, F¢ = sem falha) na superficie e como
kil defeituosos (D = defeituoso, D = ndo defeituoso).
Probabilidade —
Definigdes de . alhas
robabilidade _fFalhas

Ej_g? da Defeituoso ———
Pr:dl,_al?ilidaide D 10 18
Regra da D¢ 30 342
multiplicacdo
iy
Referéncias CalCUIe:

e P(D)

o P(DIF)

o P(D|F€)
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Plano de

Probabilidade

Introdugdo

Experimentos
e eventos
Probabilidade

Definices de
probabilidacs

© Probabilidade

Regra da
multiplicagdo
Independéncia
de eventos

Referéncias @ Regra da multiplicacio
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Regra da multiplicacdo

sl A regra da multiplicacdo é uma expressdo derivada do conceito de
probabilidade condicional. Uma vez que

Introdugdo

i P(AN B)
Sxperimentor PIAIB) = —pE)
Probabilidade

ol temos que
e P(AN B) = P(B) - P(A|B)
Probabilidade

condicional

Reurs da Com isso podemos obter a probabilidade de uma intersec3o pelo
mu?tiplica;io

popsmase  produto de uma probabilidade marginal com uma probabilidade
de eventos ..
condicional.

Referéncias

Regra da multiplicagdo
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UFPR

Probabilidade

Introdugdo

Experimentos
e eventos

Probabilidade

probabilidade
Regra da
adicdo
Probabilidade
condicional
Regra da
multiplicagdo
Independéncia
de eventos

Referéncias

Regra da multiplicacdo

Essa expressdo permite calcular probabilidades em espacos amostrais
que s3o realizados em sequéncia, onde a ocorréncia da segunda etapa
depende da ocorréncia da primeira etapa.

Exemplo: Considere uma urna com 3 bolas brancas e 7 bolas
vermelhas. Duas bolas s3o retiradas da urna, uma apds a outra, sem
reposicdo. Determine o espaco amostral e as probabilidades
associadas a cada ponto amostral.
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UFPR; Regra da multiplicag¢do

Probabilidade

Introdugdo

S Probabilidade de sairem 2 bolas brancas {B; B>}

e eventos

Probabilidade

probabilidade Probabilidade de sair branca e vermelha {B; V2}
Regra da

adicdo

Probabilidad

R e o Probabilidade de sair vermelha e branca {V1B,}
Independéncia

de e\’/)entos

Referéncias

Probabilidade de sairem 2 bolas vermelhas {V; V,}
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Probabilidade

Introdugdo

Experimentos
e eventos

Probabilidade
Definigdes de
probabilidade
Regra da
adicdo
Probabilidade
condicional
Regra da
multiplicagdo
Independéncia
de eventos

Referéncias

Regra da multiplicacdo

Probabilidade de sairem 2 bolas brancas {B; B}

P(B1 N By) = P(B))P(By|By) = 32 = 2

Probabilidade de sair branca e vermelha {B; V2}

Probabilidade de sair vermelha e branca {V1 B>}

P(ViN By) = P(VI)P(Bo| V1) = 53 = &

Probabilidade de sairem 2 bolas vermelhas {V; V,}

P(VinV,) = P(V))P(Va|Vy) = &8 =1
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Probabilidade

Introdugdo

Experimentos
e eventos

Probabilidade

probabilidade
Regra da
adicdo
Probabilidade
condicional
Regra da
multiplicagdo
Independéncia
de eventos

Referéncias

E

© Num lote de 12 pecas, 4 sio defeituosas. Trés pecas sio
retiradas aleatoriamente, uma apds a outra, sem reposicio.

Encontre a probabilidade de todas essas trés pecas serem
n3o-defeituosas.

© Qual a probabilidade de se obter dois ases em seguida, quando
se extraem duas cartas de um baralho comum de 52 cartas, se:

@ A primeira carta extraida ndo é reposta antes da extra¢io da
segunda carta.

© A primeira carta é reposta no baralho antes da extracdo da
segunda carta.
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Referéncias

@ Independéncia de eventos
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Probabilidade

Introdugdo

Experimentos
e eventos

Probabilidade

probabilidade
Regra da
adicdo
Probabilidade
condicional
Regra da
multiplicagdo
Independéncia
de eventos

Referéncias

Independéncia de eventos

Vimos que para probabilidades condicionais, P(A|B), saber que B
ocorreu nos da uma informacdo “extra” sobre a ocorréncia de A

Porém, existem algumas situacdes nas quais saber que o evento B

ocorreu, n3o tem qualquer interferéncia na ocorréncia ou n3o de A

Nestes casos, podemos dizer que os aventos A e B sdo
independentes
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Probabilidade

Introdugdo

Experimentos
e eventos

Probabilidade
Definigdes de
probabilidade
Regra da
adicdo
Probabilidade
condicional
Re?ra da
multiplicagio
Independéncia
de eventos

Referéncias

Independéncia de eventos

Os eventos A e B sdo eventos independentes se a ocorréncia de B

ndo altera a probabilidade de ocorréncia de A, ou seja, eventos A e B
sdo independentes se

P(A|B) = P(A) e também que P(B|A) = P(B)

Com isso, e a regra da multiplicacdo, temos que

P(AN B) = P(B) - P(A|B) = P(B) - P(A)
P(AN B) = P(A) - P(B|A) = P(A) - P(B)

Isso significa que se dois eventos sdo independentes, a probabilidade
de ocorréncia simultdnea P(AN B) é o produto das probabilidades
marginais, P(A) e P(B).

60 /67



Independéncia de eventos

Probabilidade

Dessa forma, podemos verificar se dois eventos sdo independentes de
Introducdo duas formas:

Experimentos
e eventos

Probabilidade Q Pela definicio intuitiva

Definigdes de

probabilidade

- P(A[B) = P(A)
robabilidade

i iana] P(B|A) — P(B)

Regra da

multiplicagdo

Independéncia

EEES Observacdo: se o evento A é independente do evento B, entdo
nés esperamos que B também seja independente de A.
@ Pela definicdo formal

Referéncias

P(AN B) = P(A)- P(B)
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E

Probabilidade
Lancamento de um dado

Considere o lancamento de um dado e os seguintes eventos

Introdugdo

Experimentos

& Gt A = "resultado &€ um niamero par”
Probabilidade B = “resultado & um nimero menor ou igual a 4"

Ragra de Os eventos A e B sdo independentes?

Probabilidade

Independéncia
de eventos

Referéncias
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E

Probabilidade . L
Pela definicido intuitiva:

Introdusdo P(A)=1/2, P(A|B)=P(ANB)/P(B) = 3, = 1/2
Experimentos

SN P(B)=2/3, P(B|A)=P(BNA)/P(A) =32 =2/3
Definig8es de
probabilidade

Regra da Portanto: P(A|B) = P(A) e P(B|A) = P(B)
Condicional
il Pela definicdo formal:

Independéncia

de eventos

Referéncias P(A n B) = P(A)P(B) = % ’ % = 1/3

P(ANB) =2 =1/3, assim P(AN B) = P(A)P(B)

Portanto, os eventos A e B sdo independentes. Saber que A ocorreu
ndo muda a probabilidade de B ocorrer e vice-versa.
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E

Probabilidade

eroducs © As probabilidades de um estudante ser aprovado em exames de
ntrodugdo . . R .
Experimentos matematica, inglés, ou de ambos sdo

e eventos

Probabilidade P(M)=0,7 P(l)=0,8 P(MN1)=0,56
o
Regra da

adighio Verifique se os eventos M e | s3o independentes.
Probabilidade

condicional

condicien © As probabilidades de chover em determinada cidade nos dias de
multiplicagdo

EE natal (N), no dia de ano-novo (A), ou em ambos os dias sdo
Independéncia

de eventos

Referancias P(N)=0,6 P(A) =0,6 P(NNA)=0,42

Verifique se os eventos N (“chover no natal”) e A (“chover no
ano novo") sdo independentes.
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E

Probabilidade

A tabela abaixo fornece um exemplo de 400 itens classificados por
S falhas (F = com falha, F¢ = sem falha) na superficie e como
Experimentos defeituosos (D = defeituoso, D¢ = n3o defeituoso).

e eventos

Probabilidade

. Falhas
st dk _Falhas
robabiidade Defeituoso J——
Rde_gn;a da
adigao
Probabilidade D 2 18
;ond.c.:nal De 38 340
egra a

multiplicacio

R Colcule:

e P(D)

e P(D|F)

o Compare estes resultados com aqueles do slide 51, e verifique,
em cada caso, se os eventos D e F s3o independentes.

Referéncias

65 /67



Probabilidade

Introdugdo

Experimentos
e eventos

Probabilidade
Definigdes de
probabilidade
Regra da
adicdo
Probabilidade
condicional
Regra da
multiplicagio
Independéncia
de eventos

Referéncias

Plano de

@ Referéncias

66 /67



Referéncias

Probabilidade

Introdugdo

Experimentos
e eventos

@ Bussab, WO; Morettin, PA. Estatistica basica. Sio Paulo:
Probabilidade
Definig8es de

Saraiva, 2006. [Cap. 5]
B o Magalhies, MN; Lima, ACP. Nocées de Probabilidade e

:‘::f;:@ma‘-iae Estatistica. So Paulo: EDUSP, 2008. [Cap. 2]
Reeh o Montgomery, DC; Runger, GC. Estatistica aplicada e

Independéncia

Ipeiepender probabilidade para engenheiros. Rio de Janeiro: LTC Editora,
Referéncias 2012 [Cap 2]
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